Zur Theorie der zyklischen Zahlk�rper by Weber, H.
32 H. WSSsR. 
Zur Theorie der zyklischen ZahlkSrper. 
Von 
H. W~.BER in Stral~burg. 
In der vorliegenden Abhandlung habe ich zun~ichs~ einige S~tze aus 
der Theorie der algebraischen K~Jrper und der zyklischen KSrper in 
einem beliebigen Rationalit~tsbereich abgeleitet, die, wie ich hoffe, die 
Grundlage bflden sollen fiir eine eingehende Untersuchung der zyklischen 
K~rper im Bereich eines imagin~ren quadra~ischen K~rpers, die durch die 
komplexe Multiplikation und die Teilung der elliptischen Funk~ionen 
mi~ singul~iren lYloduln gegoben sind. Die Un~ersuchung dieser KSrper 
ist in dem drit~en Band meiner Algebra (zweite Auflage der ,,elliptischen 
Funktionen und algebraischen Zahlen'" Braunschweig 1908) angefangen, 
abet noch nich~ bis zum letzten Ziele durchgefiihrt. Auch die vor- 
liegende Arbeit erstreck~ sich noch nich~ auf diese Fragen, sondern 
schliel~t mit einer Anwendung auf die zyklischen KSrper im~ absoluten 
Ra~ionali~itsbereiche, n~imlich mi~ einem Beweis des Kroneckerschen 
Satzes, dal~ alle diese KSrper Kreisteilungsk~rper sind. Eine wesen~- 
liche Vereinfachung dieses Beweises glaube ich dutch den Satz XIV er- 
reicht zu haben, durch den der Unterschied zwischen Primzahlgraden 
und Primzahlpotenzgraden schwindet. Im tibrigen beriihr~ sich dieser 
Beweis nahe mit dem yon Hilber~. 
Die zweite Auflage meines Lehrbuchs der Algebra zitiere ich im 
folgenden einfach mit ,,Mgebra". 
w 
Rationale Funktionen einer Variablen in einem K~irper. 
Der Satz iIber Produkte aus ganzen Funktionen, deren Koeffizien~en 
rationale Zahlen sind, den Gau~ in Artikel 47 der Disquisi~iones ari~h- 
metieae beweist und auf den er sparer seinen Beweis der Irreduzibilit~it 
der Kreisteilungsgleichung stii~zt, l~l~t sich in folgender Weise verall- 
gemeinern: 
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Als t~tionalit~tsbereich werde ein Kii~er K betraehbt, yon dem wir 
folgendes voraussetzen: 
1. In • is~ ein Integritiitsbereich 0 enthal~en, d.h. ein Sysbm yon 
Gr~iBen, die sich durch Addition, Subtraktion und Multitvlikation, im all 
gemeinon aber nicht dutch Division roproduzieren. Die GffiBen in O 
heiBen ganze Gr~iflen in K. Wir nehmen an, dab darunWr die Zahl 1 
und folglich alle ganzen rationalen Zahlen enthalbn sind. 
2. Sind W~ w zwei GriiBen in O, so heiBt W durch w bilbar, wenn 
in O eine GriiBe w" existierl, so dab 
(1) W=ww" 
ist. Die Null is~ hiernach durch jedes w teilbar, wihrend keine yon Null 
verschiedene GriiBe dutch :Null bilbar ist. 
Eine GriiBe e in "0, durch die jede Gr6i~e in O teilbar ist, heiBt 
eine Einheit. Produkte und Quotienten ~weier Einheiten sind wieder Ein- 
heiten. Eine GrSBe in O, die als Produkt zweier GrSBen in O, deren 
keine eine Einhei~ ist, dargestellt werden kann, heiBt zerlegbar. 
3. Wir unterseheiden darnach Einheiten, zerlegbare und unzerlegbare 
Gr~iBen in O und nehmen weiter an, dab jede GriiBe W in O nach (1) 
in eine endliche Anzahl unzerlegbarer Faktoren zerlegbar is~, trod dab 
diese Zerlegung, abgesehen yon Einheitsfaktoren, durch W selbst ein- 
deutig bestimmt ist. Diese unzerlegbaren GriiBen werden die Primfatctoren 
yon W genannt. 
Es folgt aus diesen Annahmen, dab ein Produkt mehrerer GriiBen 
in O dann und nur dann dutch eine Primgriil~e /o teilbar ist, wean 
wenigsbns einer der Faktoren dutch p bilbar ist, und es ergibt sich tm- 
mi~blbar der Begriff des gr~iBten gemeinschafflichen Tellers and des 
kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen. 
Eine Funktion einer Variablen t
X(~) = ao ~ + al~ "-~ +. - .  + a~, 
deren Koefiizienten GriiBen in O sind, heiB~ eine gan~e FunCtion in O. 
Der griiBb gemeinschaffliche Teiler der Koefilzienbn ao, al,'" ", am heil}t 
der Teller der Funktion A(t), und wenu dieser eine Einheit ist, so heiBt 
die Funktion A(t)~rimitiv. Aus diesen Voraussetzungen rgib~ sich der 
folgende Satz, aus dem der erwiihnte GauBsche Saiz leicht folgt: 
I. Das t)rodukt ~we~er .primitiver ganzer Funktionen ist 
wieder eine 1~rimitive ganze ]Funktion. 
Bezeichnen wir zwei primitive Funktionen in O mit 
A(t) = aof" + a~t " -~ +. . -  + a,,, 
~(t) = hot- + 51~-1 +. . .  + K, 
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C(t) = Co ~+"  + elf ~+"-1 +. . .  + c~+,, 
so ist 
c o = %b o, 
(2) cl = a~ --k al bo, 
c~ = aob ~ -q- al bi --k a~bo, 
9 o . * 9 9 
Bind a o und b o Einheiten, so is~ aueh c o eine Einhei~, und der Satz ist 
also evident. Andernfalls ei/9 ein etwa in a o aufgehender P imfaktor und 
ao, a~, . . . ,  a , .~ teilbar; % unteilbar dutch p, 
b o, b l, - . ' ,b ,_~ , ; b, , , ~. 
(Es kSnnte auch b o' sehon durch 1o nich~ teilbar sein; dann w~ire b,= b o 
zu setzen.) Es ist dann nach (2) 
c~+, ---- a,.b, + a,._~b,+~ + . . .  
+ a,.+~b,_l + . . .  
Und dies ist gewifl nieht dureh 10 teilbar, da arb, nieht teilbar is~, 
wiihrend alle anderen Glieder teilbar sin& Der Satz I i s t  hiermil bewiesen. 
w 
Rationale Funktionen mehrerer Yariablen in einem K~rper. 
Die Voraussetzungen 1 - -3  sind erffillt, wenn wir unter K den K~rper 
der rationalen ganzen und gebrochenen Funk~ionen einer Variablen x ver- 
stehen, deren Koeffizien~en einem Zahlk~rper ~ angeh~ren~ wenn unter 
0 der Inbegriff der ganzen rationalen Funk~ionen in ~ und unter den 
Einheiten die Kons~an~en~ d. h. die Zahlen in ~ vers~anden werden. Die 
PrimgrSBen sind die in ~ irreduziblen ganzen Funktionen yon x, und da 
e~ne ganze Funk~ion yon x in ~, abgesehen yon kons~an~en Fak~oren~ 
nut auf eine Weise in irreduzible Faktoren zerleg~ werden kann, so is~ 
bier die Vorausse~zung 3 befriedig~, und der Sa~z I gilt in diesem 
Rationali~itsbereieh. 
Wir werden ihn, und damit zugleich die Vorausse~zungen 1- -3,  
durch volls~indige Induktion ftir den K~Srper der rationalen Funktionen 
in ~2 yon einer beliebigen Anzahl yon Variablen beweisen. 
4. Ich nehme an, die Voraussetzungen 1 - -3  seien erftillt, wenn der 
KSrper K= K(x ,y ,z , . . . )  aus den ra~ionalen Funk~ionen in f~ yon 
n Variablen x, y, z , . . .  besteht; es sei also insbesondere bewiesen, da$ 
die ganzen Funk~ionen dieser Variablen, deren Inbegriff der Integritiits- 
bereich 0 ist, nur auf eine Weise in irreduzible Faktoren zerlegbar seien, 
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abgesehen yon konstanten Faktoren, d. h. yon Zahlen ha Q, die als Eia- 
heiten betraehtet werden. 
Es sei t eine neue Variable und 
(1) P(O = co e"+" + ~,~'+"-~ +""  + c,.+. 
eine l,'imitive ganze Funktion in 0 und die Funktion E ( t ) : c  o sei in die 
beiden Fak~oren A(t) :a o, B(t) : b o zerlegbar. Setzen wir 
A(t) -- ao + +. . .  + a,,, 
B(t) = b or" + b xt "-~ +. . .  + b,, 
so ist also naeh dieser Amaahme 
~,~+. + c~ tin+._1 +. . .  jr c,~+. 
c o co 
= tm_l _a__~t~_1+. . .+a~ e+-~ +. . .+  , 
@o 
und wenn wir die Briiche 
a I am b_L . . . bn .  
ao ' ' ao ' bo , ' bo 
in ihrer einfachsten Form annehmen, so sind A( t )  und .B(t) primitive 
Funktionen in O. Es ist daun: 
A(t) B(O= ao o F(O. 
Co 
Es folgt nun leicht, dais aobo:c o eine Einheit sein mul$; denn ist/~ 
ein Primfaktor, der 8fter in c o als in aob o aufgeht, so muir, da A(t )B(t )  
ganze Koeffizienten hat, p in allen co, c l , . - . ,  c~+~ aufgehen, was un- 
mSglieh ist, da 2'(t) primitiv vorausgesetzt ist. Es ist also aob o dutch 
c o teilbar, und da A(t)13(t) nach dem Satz I eine primitive Funktion ist, 
so mul$ aobo:c o eine Einheit sein. 
Ist /v(t) nicht primitiv, so zerf'~llt es yon vornherein in zwei Fak- 
toren, deren einer nut yon den Variablen x, y, ~ , . . .  abhiingt, w~ihrend 
der audere eine primitive Funktion yon t is t .  Damit ist unter der An- 
nahme 4 der folgende Satz bewiesen: 
II. Wenn eine ganze Funktion 2"(t):c o in K in ~wei 
ganze Eunktionen A( t ) :a  o und B(t) : b o ~erlegbar ist, so ist die 
ganze E~nktion ~'(~) der n + 1 Variablen 
(3) 
in die zwei ganzen Funktionen A (t), 13(t) derselben + 1 ~rariab~en 
zerlegbar. . 
Nun kann man naeh dem Algorithmus des grSl~ten gemeinsehafffichen 
Tellers eine Funktion F ( t ) : c  o als gauze rationale Funktion yon t in 
K(x,  y, z , . . . )  nur auf eine Weise ha irreduzible Faktoren tier Form 
3* 
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A( t ) :a  o zerlegen. Umgekehrt ergibt eine Zerlegung yon F(t) in unzer- 
legbare Faktoren des Bereiches O(x, y , z , . . . ,  t) eine Zerlegung yon 
F ( t ) : c  o in Faktoren der Form A(t):%. Demnach ergib~ sich nach H: 
III. ~,ine ganze ~'unktiou der n-~ 1 Variablen x, y ,z , . . . ,  t 
in ~ liiflt sich in eine endliche Anzahl unzerlegbarer 2"unktionen 
~ertegen, und diese Zerlegung ist, yon konstanten Faktoren ab- 
gesehen, nut eine einzige. 
Die Voraussetzung 3 ist daher auch fiir den Bereich O(x, y, z , . . . ,  t) 
erftillt und der Beweis des Satzes II[ damit allgemein geftihrk*) 
w 
Gegenseitige Reduktion zweier K~rper. 
Es sei ~ ein beliebiger Ra~ionali~tsbereich algebraischer Zahlen. Ich 
betrachte zwei ~ormalk6rpo" fiber 
(1) ~(~), ~(y) 
yon den Graden n und m. Die irreduziblen Gleichungen, durch die diese 
K~irper erzeug~ werden, seien 
(2) ~(x) = 0, V(Y) ---- O, 
so dab ~(x) und ~p(y) irreduzible Funktionen n ~n und m *en Grades sind, 
in denen der Koeffizien~ der h~ichsten Potenz der Variablen = 1 isk Aus 
einer ganzen Funktion 2'(x, y) in Q lassen sich dutch (2) die n te und 
hiiheren Potenzen yon x und die mte und hiiheren Potenzen yon y elimi- 
nieren. Eine in dieser Weise behandelte Funk~ion, die also in bezug 
auf x yon niedrigerem dis dem n ~n und in bezug auf y yon niedrigerem als 
dem m **~ Grade is~, soll der Kiirze halber eine reduzierte Funktion heiBen. 
Es seien jetz~ 
(3) 
irgend zwei bestimmte Wurzeln der Gleichungen (2). 
Mit 
(4) r 
sollen die Galoisschen Gruppen der beiden Kiirper bezeichnet sein. Die 
Substitutionen dieser Gruppen seien 
(5) ~, V 
und mi~ 
(6) y l ,  
*) Vgl. H. Weber, ,,Lehrbueh de~ Algebra", 2. Auflage, Bd. 1, ~ 20 und den 
ArMkel ,Les fone~ions ra~ionnelles" in der franz6sischen Ausgabe der ,,Eneyklop~die 
der mathematischen Wissenschaf~en". Bd. I 2, Seite 230. 
Zyklische ZahlkSrper. 37 
werden die Zahlen bezeichnet, in die zwei Zahlen x, y der KSrper (1) 
dutch die Permutationen (5) iibergehen. 
Wenn die Funktion ~ (x) dutch Adjunktion einer Wurzel fl der zweiten 
Gleiehung (2) reduzibel wird, so sagen wir, der K6rloer Q(y) reduziert der~ 
K6r~er Q(x). 
Es muB dann eine nicht verschwindende, reduzierte ganze Funktior~ 
in Q, f(x, y) der beiden Variablen x und y geben, die der Bedingung 
(7) f (a ,  ~) = 0 
geniigt. Diese Funktion f(x, y) sei yon solchen Faktoren befreit, die nut 
yon x oder nur yon y abhgngen. Sie sei ferner so gew~hlt, dab sie in 
bezug auf x yon mSglichst niedrigem Grade ist. 
Dadureh ist die Funktion f(x, y) his auf einen konstanten Faktor, 
der eine beliebige Zahl in Q ist, eindeutig bestimml. Denn ist f '  eine 
zweite Funktion derselben Art, also in bezug auf x yon demselben Grad 
wie f, und sind a0, %' die Koefiizienten der hSchsten Potenz yon x in 
beiden Funktionen, so ist 
ao' f -  aof' 
yon niedrigerem Grade in x und mutt folglieh identisch verschwinden. 
Es ist also 
f 
ao' f = aof , 
und da %, %" Funktionen yon y allein sind, die naeh Voraussetzung in 
fund  f '  nicht enthalten sind, so folg~ das Gesagte. 
Wenn irgend eine nieh~ idenfisch verschwindende r duzierte ganze 
Funktion ~(x, y) in Q fiir x = a, y= fl verschwindet, so ist F(x, y) dutch 
f(x, y) teilbar; denn zungchst mu$ F(x, y )a ls  Funktion yon x allein 
dutch f(x, y) teilbar sein, well der Rest der Division, der ghichfalls flit 
x~ a, y----fl verschwinden wiirde, yon niedrigerem Grade w~e als f(x, y), 
und daraus folg~ die Teilbarkeit auch der Funktionen zweier Variablea 
nachw 3, Ii. 
Daraus ergibt sich welter, dab f(x, y) auch als Funktion yon y be- 
traehtet, yon mSglicK,~t niedrigem Grade ist. Denn ist irgend eine reduzierte 
gauze Funktion /P(x, y) in Q gleich Null fiir x ~ a, y =ffi fl, so ist sie 
dutch f(x, y) teilbar, und daher gewiB nicht yon niedrigerem Grade als 
diese. Demnach hat die Funktion f(a, y) eine Wurzel mit ~(y) gemein 
und ~(y) ist reduzibel in Q(a). Damit ist bewiesen: 
IV. Wenn der K~rper Q(x) dutch Q(y) red~iert wird, so 
wird auch ~(y) dutch Q(x) reduziert. Die KSryer reduzierer, 
sich gegenseitig. 
Es sei nun 
f(x, y) = f(x, y) 
B8 H. W~.a.  
die oben definierb Funk~ion vom niedrigsbn Grade n, m' in x und y. 
Es ist dann f(x, ~) in ~(y) unzerlegbar, well sons~ der Grad n' noeh 
erniedrig~ werden kSnnte, und da f(x, ~) mit ~(x) eine Wurzel gemein 
hat, so is~ ~(x) durch f(x, ~) bilbar. 
Es gib~ also n' Wurzeln a yon cp(x): al, %, . . . ,  a,~,, ffir die f(a, ~) 
verschwindet, und die Substitutionen 
(8) r (a, ~), (% "9)," ", (~, ~.,) 
bilden eine in @ enthalbne Gruppe yore Grade n'. Folglich ist n" ein 
Tefler yon n. Wir setzen 
(9 )  n = 
Ebenso is~ ~p(y) als Funl~ion yon y durch f(a, y) teilbar, mid es gib~ also 
eine in ~ enthalbne Gruppe yore Grade m' 
(io) 
ffir die 
(11) m=m'r 
ist;. Ist ~, eine der dutch (10) bestimmten Zahlen, so is~ f(~, ~7,)= 0, 
und f(x, fl~,) ha~ eine Wurzel mit f(x, fl) gemein, mid ist also dutch 
f(x, ~) bilbar. Folglich ist auch 
(12) f(ah, fl~) = 0 
wo ~l irgend eine der dutch (8) bestimmten Wurzeln ist. 
Zerlegen wit die Gmppe T nach (1I) in v l~ebengruppen 
(13) T = ~'~P~ + ~'~p~ +. . .  + ~'V,,  
so geh~ durch jede dieser Nebengruppen die Funktion f(x, fl) in eine 
andere Funk2ion fiber, die mi~ 
f(x, fl) l Vi = f~ (x, fl), 
(14) f (x, fl) ] V~ = f~(x, ~), 
f(x, fl) l ~', = f,,(x, fl) 
zu bezeichnen sin& Diese Funktionen yon x sind alle voneinander ver- 
sehieden, und keine zwei yon ihnen haben einen gemeinsehafflichen Teller, 
und da man auf eine Gleichung der Form: 
= 
alle Substi~utionen der Gruppe W anwenden kant, so folgt, dab ~(x) 
dutch jede der Funktionen (14), mithin auch dureh ihr Produkt, teflbar 
ist. Dieses Produk~ is~ aber dutch die Substitu~ionen der Gruppe ~ un- 
geinder~ und is~ folglich in Q enthalbn. Es mul~ daher, da ~(x) in 
irreduzibel vorausgesetzt war, abgesehen yon einem konstanten Faktor, 
mit ~ (x) fibereinstimmen: 
~(x) ffi Of~ (x, ~) 5(x, ~) " -  f,(x, ~). 
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Da alle diese Fak~oren yon gleichem Grade sind, so muB ~, ein Teiler des 
Grades n yon ~(x) sein: 
(15) n = n"v, 
und v ist also ein gemeinschaffiicher Teiler yon m und n. Der relative 
Grad des KSrpers ~(x) im Rationalit~itsbereich •(y) is~ dann n", und 
die ran" Zahlen 
h = 0, 1, 2,. 9 n" - -  1 
(16) 
/~= 0,1, 2, " - -, m--1  
bilden eine Basis des K~rpers ~(x, y), der aus den beiden KSrpern ~(x) 
und Q(y) zusammengesetzt is . Denn wenn die Zahlen (16) linear ab- 
hiingig wiiren (in bezug auf Q), so mfiB~e eine Relation yon der Form 
besgehen 
.n"  - -  1 O) + +..-+-'- ' . , , - i -  = 
worin die JB~ ganze Funk~ionen i  ~ yon fl, h6chs~ens yore Grade m- -  1 sin& 
Da aber die Funk~ion f(x, ~), deren Wurzel a is~, in ~(y) irreduzibel 
ist ,  so miissen die JB i alle = 0 sein, und dies wiire nur mSgl ich,  wenn 
sie iden~iseh Null w~ren, da die Funk~ion m ~ Grades ~(y)~ deren 
Wurzel ~ ist, in ~ irreduzibel ist. 
Biernach is~ der Grad des K~rpers ~(x, y') 
m~ 
9 ~ 
In dieser Be~rachtung kann durchweg ~(x) mit ~(y) vertausch~ werden; 
dann treten die Gruppen r  (b' an Stelle yon ~, ~ '  und ~i an die Stelle 
yon ~,. Es ergibt sich der Grad des KSrpers ~(x, y) gleich ran: F und 
es folg~, dab ~ = r is~. Wit fassen das hiermi~ Bewiesene folgendermaBen 
zusammen: 
V. Wenn zwei ~ormalk~rper f~(x), ~(y) der Grade n, m 
sich gegenseitig reduzieren~ so miissen die Gruppen ~, 9 der 
beiden K6rioer je einen Teiler O; ~" yon gleichem Index ~, habe~, 
und der Grad des ~usammengeset~ten K6rpers Q(x, y) ist gleich 
m~ : $,. 
Sind n und m teilerfremd, so k6nnen sich die K6rper ~ (x) 
und ~(y) nicht redu~ieren, und der Grad yon f~ (x, y) ist gleich ran. 
Um den aus ~(x) and ~(y) zusammengesetzten K~rper ~(x, y) dar- 
zustellen, nehme man irgend eine rationale Funktion in ~: 
(i7) ~ = (x, y) 
yon x, y, deren mn Wer~e alle voneinauder verschieden sind, wenn man 
fiir x und y die simtlichen Kombinationen je einer Wurzel yon ~ (x) und 
V(y) se~zt. Es ist bekannt, dab man dies z. B. dutch eine lineare Funktion 
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yon x und y mi~ rafionalen Zahlenkoeffizien~en rreiehen kann. Diese 
GrSBe ~ is~ dann die Wurzel einer Gleichung 
08) F(~) =0 
yore Grade ran, mit lauter verschiedenen Wurzeln, und jede GreBe in 
~(x, y) kann rational in • dutch z ausgedriickt werden. Es ist also 
und wenn, wie vorausgesetzt~ ~(x), Q(y) Normalk5rper sind, so ist aueh 
~(z) ein 2~ormalk6rper. 
Wendet man die Permutationen der Gruppe O, ~ der KSrper ~(x), 
Q (y) auf die GrSBe ~ an, so erh~lt man eine Gruppe yon mn Permutationen 
(19) O~---- ~O. 
Die Permutationen der Gruplae 9 sind mit denen der Grulape W vertausch- 
bar, was in der Bezeichnung (19) zum Ausdruck kommt. 
Diese Gruppe (19) ist abet nut dann die Galoissehe Gruppe des 
KSrpers Q(z), wenn die KSrper ~(x), ~(y) einander nicht reduzieren, 
also die Funktion F(z) irreduzibel ist. Wenn sich die KSrper reduzieren, 
so ist der Grad yon ~(~) naeh V. gleich ran:v, und es mu~ sich also 
yon F(z) ein irreduzibler Faktor f(z) yon diesem Grade absondern, dessen 
Galoissche Gruppe O die Gruppe des K~rpers Q(z) ist und in OW als 
Teller yore Index v enthalten ist. 
Um die Gruppe 0 zu finden, bemerken wir, dab in jeder rationalen 
Gleiehung G(r f l )~ 0 zwischen den beiden Wurzeln ~, fl wegen der 
Irreduzibilitiit yon f(x, ~) auf ~ alle Substitutionen ~' der Gruppe O' an- 
gewandt werden d~irfen, und aus dem gleiehen Grunde darf man auf 
die Substitutionen ~p' der Gruppe ~'  anwenden. 
Demnaeh ist 
(20) f(al(P ', ~IV') = O, 
was nichts anderes als die Gleichung (12) ist. 1st aber ~Pl eine nicht in 
9 ' enthaltene Permutation yon W~ so hat 
(21) f(x, ~l*~) ----- 0 
nach (14) keine der a]~' zur Wurzel, und wenn x = algol eine Wurzel 
yon (21) is~, so is~ ~o 1 nicht in O' en~halten, und die Gesamthei~ der 
Wurzeln yon (21) wird ausgedriickt durch alcp'tp~. Man hat also 
= o 
und auf die Gleichung 
(23) f(~, fl) --- 0 
kSnnen daher alle Permutationen O'qhW'~ angewandt werden. Es ent- 
spricht daher jeder Nebengruppe W'~ yon W' eine besfimmte Neben- 
Zyklische Zahlk~rper. 41 
gruppe O'(px yon O; und man kann auf die (]leichung (23)jede Permu- 
tation 
0'9),, g'~px 
anwenden, abet keine andere. Die Gruppe r zerfifllt in die Nebengruppen 
(24) r = r + r  +- . -  + 0"~,, 
und die Nebengruppen (24) sind in bestimmter Weise den 2~ebengruppen 
(13) yon W zugeordnet. 
Die Gruppe O des KSrpers 9(x ,  y) erh~il~ dann den Ausdruck 
9 r ~ (25) o = 0'9)~ v '~ + 0'9), v ~ +. . .  + 0'~,, v #,,,, 
woffir man anch schreiben kann 
(26) 0 = 0'~'9)~1 + r  + . . .  + 0"~'~,,r 
w 
lnwendung auf zyklische K~rper. 
Wit wenden diese allgemeinen Siitze auf den. Fall an, dab ~(x), f~(y) 
zyklische KiJrper sin& 
Ihre Gruppen sind dann 
.. 9).-1, (1) r = 1, 9), 9)~,. , 
9 ~])m - -1  = 1, ~p, #J~, 9 -, 
Wenn die KSrper einander eduzieren, so sind die Gruppen O', ~ '  folgende: 
(2) 0' 1, 9)', 9)", 9)"-', 
~V' ----- 1, 'r V ~', " " ", 'r 5 
und die durch w 3 (13) und (24) geforderte Zuordnung der Nebengruppen 
kann so geschehen 
9 . 0 '9 ) , -1  (3) r  0'9)'  0'9),, ' v '~ , -~ 
v ,  v ' , ,  v '~ , . . . ,  
wenn 9)" die nieddgste Po~enz yon 9) is~, die in O' en~hal~en ist. 
Denn wenn 0'9) und ~ '~ einander entsprechen, so entsprechen auch 
O'9) b und ~,~pab einander, und wenn daher ab durch v teilbar ist, so muB 
auch b dutch v teilbar sein. Folglich ist a relafiv prim zu v, und wir 
k~Jnnen ~pa durch ~p ersetzen. Nach w 3 (26) besteht daun die Gruppe 0 
aus den folgenden Permutationen: 
n 1 ,  a = 0, I , . . . ,  
(4) O = 9),,,,+,,~b,,+,, 
b ---- 0,1,. . ., v - - l '  
a -= O, l, . . ., v - -  1. 
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Wenn insbesondere m dutch n teilbar angenommen ist, so ist in O ein 
Teiler yore Grade mund yore Index n :v  enthalten: 
(5) 
durch den 0 so dargestell~ w.~rd: 
a = O, 1,..-, m- - l ,  
n 1 (6) 0 ---- 2~P~, ~'" b ----- O, 1 , . . . ,  V - -  9 
Eine zu P geh6rige ZahI z des Kiirpers ~(x, y) hat n : v versehiedene 
konjugierte Wer~e: 
Zo, ~l, z2, " " ,  z .  , 
die dutch die Permu~ationen 0 zyklisch ineinander tibergehen, und •(z) 
isr also ein zyklischer Kiirper yore Grade n :v .  
Der Relativgrad yon Q(x, y) in bezug auf Q(y) ist aber ebenso gro•, 
und darum ergibt sich, dal3 ~(~,y)~ ~(x,y) is~. Dami~ is~ folgender 
Satz bewiesen: 
VI. Wenn zwei zyklische K6rs ~ (x) , Q (y) der Grade 
n, m einander reduzieren~ und m dutch n te.gbar ist, so l~if3t 
sich der zusammengesetzte .KSr2~er Q(x, y) auch aus den beiderb 
zyklischen Kiirpern ~ (y) , ~ (z) ~usammensetzen, worin ~ (z) nut  
yore Grade n : v ist. 
Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung und u dessen, was 
Kronecker die Komposition der Abelschen Gleichungen ennt.*) 
Wir kiinnen den Satz in einer Weise aussprechen~ bei der es gleich- 
giiltig ist, ob sich die beiden K(irper reduzieren oder nicht. 
Nennen wit die Gruppe P die aus r und ~ komponierte zyklische 
Gruppe und ~(z) den aus ~(x) und Q(y) komponierten zyklischen Kiirp.er~ 
so gilt folgendes: 
VII. Zu der aus der Grup2oe ~, vj der ~yklischen K6rper 
fi (x), ~ (y) komponierten zyk~ischen Gru~pe P geh6rt ein zyklischer 
K6r~er ~(z), desseu Grad g~eich n oder ein Teiler yon n ist, 
und es ist 
(7) 
*) Kroaecker, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1882. H. Weber, Crelles 
Journal Bd. 182, Seite 168. 
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Kr i t i sche  Pr imidea le .  
Es sei fl irgend ein algebraischer ZahlkSrper, und Q(z) ein rela~iv 
normaler KSrper fiber ~2 yore Grade n. Ein Primideal ~1 in ~2 zerfiill~ 
in fl(z) in folgender Weise in Primideale p: 
und die Relativnorm !)l yon p in bezug auf den Ka~er fl: 
(2) = W, 
ist eine Potenz yon ~. 
Bedingung 
(3) 
Die drei natfirliehen Zahlen e, f~ g genfigen der 
efg=n 
und sind also Teiler des K~Srpergrades n. Die Zahl f heil~t der Grad, 
9 das Gewicht der konjugierten Primideale p, und g heiltt aueh das Ge- 
wicht yon ~ (alles in bezug auf den KCSrper f~) (Algebra Bd. II, w 178). 
Die drei Zahlen e, f, 9 sollen die charal~teristischen ZahIen yon 
{ira KSrper •(z)) heiBen. 
Das Primideal ~ heiB~ kritisch im KSrper f~ (z) wenn g gr~51~er ist 
~ls l. Die kritischen Primideale mfissen in der K/Srperdiskriminan~e auf- 
gehen und es gibt daher nut eine endliche Anzahl kritischer Primzahlen. 
(Algebra w 183.) 
Ich bezeichne mit O die Grulope des K6rpers ~(z) und mi~ @ ihre 
Permutationen. 
Zu jedem Teller O' yon (3 gehgrt ein in fl(z) enthaltener KSrper fl(#), 
d~r aus allen den Zahlen aus f~ (~) besteht, die dutch (3' ungeiinder~ bleiben. 
])er X6rper ~2(z') ist dann und ~ur dann ein 2r wenn 0" 
ein ~r yon 0 ist. (Algebra Bd. I, w 162.] 
Zu einem Primideal p gehSrt eine Gruppe X yon Permutationen, die 
naeh Hilbert die Triigheitsgr~tppe yon p heiBt, deren Permutationen ~ dutch 
die Bedingung charakterisiert sind, dal~ ftir jede ganze Zahl to in ~2(z) 
(4)  olz --- to (rood 
Der Grad dieser Gruppe ist gleich dem Gewich~ g yon ~ und bes~eht 
also ftir ein nicht kritisches ~ aus der einzigen identischen Permutation. 
• is~ ein Normalteiler yon O, denn aus (4) folg~, wenn man to dureh 
to ]@- 1 ersetz~: 
--_ (rood 
und folglioh ist #-~ZI~ in X enthalten. 
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]~-ber die Gewichte der Primideale gelten die folgenden Siitze: 
VIII. Hat ein t)rimideal ~ in Q(z) alas Gewicht g und 
in ei~em l~ormalteiler Q(z') yon Q(z) das Gewicht g', so ist g 
ein Vielfac]~es yon g'. Wenn also ~ in Q(z) nicht kritisch ist, 
so ist es auch in Q(z') nicht kritisch, und wenn ~ in Q(z') 
kritisch ist, so ist es auch in Q(z) kritisch. 
Denn das Primideal p in Q(z) ist in einem bestimmten Primideal p' 
in Q(z ~) en~halhm, und dieses in einem Primideal ~ i~ Q. Ist also 
teilbar dutch p'r und p' dutch p h, so ist ~ teflbar dutch phg. und das 
Gewieht yon ~ in Q(z) ist also 
(5) g = hg,. 
IX. Sind Q(zl) , Q(z~) zwei Normalk6rper, in denen ~ die 
Gewichte g~, g~ hat, so ist das Gewicht g yon ~ in dem zusammen- 
gesetzten Kgr2er fi(z)~- Q(zl, z~) ein Teiler des Produktes glg~. 
Sind el, O~, O die aruppen der drei KS~er e(~), ~(~), e(~), so 
ist nachw 3 jede Permutation # aus O zusammengesetzt aus zwei Permu- 
tationen @1, @~ der Gruppen O1, O~: 
(wenn auch im allgemeinen icht umgekehr~ jedes Kompositum #1#~ zu 
0 gehiirt). 
Sind also p~ mad p~ die Primideale der K(irper Q(z~), Q(z2), in denen 
ein Primideal p des Kiirpers Q(z) aufgeht uud Z = Z1gs eine Permutation 
der Triigheitsgruppe X yon ~ in Q(z), so ist ffir irgend zwei ganze Zahlen 
eo 1% = eel Z1 ~- eel (rood Pl), 
~,tz = ,~, Ix, - ~o, (mod p , ) ,  
und folglich sind Z~, Zs in den Triigheitsgrupl)en X,, X, yon ~ in fl(z~), 
Q(z,) und ~ in X1X ~ enthalten. Der Grad yon X1X , ist aber gleieh g~gs, 
and naeh einem allgemeinen gruppentheoretiszhen Satz ist daher g ein 
Tefler yon g~g, w. z. b. w. 
Nimmt man gx----g~----1 an, so folg~ aus IX: 
X. ]st ~ weder in fl(zx) noch in Q(z,) kritisch, so ist es 
auch in Q(zx, ~) nicht kritisch. 
Zu der Tr~igheitsgruppe X des Primideals p gehSr~ ein KSrper g2z, 
der aus allen Zahlen eo des KSrpers ~2(z) besteh~, die der Bedingung 
(6) ~olz-- ~o 
geniigen. Daraus folgr dal~ in dem Tr~igkeitskSrper das Primideal ~3 nich~ 
kriliseh ist. Denn wenn ~ dem Kiirper Qz angehiirt, und p' das dutch p 
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teilbare Primideal dieses KSrpers ist, so reduzierl sich die Bedingung (4) 
auf die Identit~it 
eo ~ m (rood p'), 
und die Tr~gheitsgruppe yon p' ist also die Einheitsgruppe. 
Hieraus ergib~ sieh der Satz: 
XI. Wenn O' ein ~ormalteiler der Gru~ppe (9 des JK6rpers 
Q(~) ist, der die Grup2e X a~s Teiler enth~ilt, so ist ~ in dem 
zu 6)' geh6rigen tCdrper Q(z') nicht kritisch. 
Denn wenn 0' die Gruppe X enth~ilt, so isl ~(z') in ~x enthalten, 
und da ~ in Qz nieht kritisch ist, so isi es nach VIII auch in ~(1) 
nichi kritiseh. 
Sind die (~ewichte g~, g~ yon ~ in zwei KSrpern ~(z~), ~(z~) zu- 
einander teileffremd, so ist das Gewicht g in ~(zl, z~) nach VIII sowohl 
dutch gl als dureh g~, also aueh dutch glg~ teilbar. Anderersei~s i ~ g 
naeh IX ein Teller yon glg~ and folglich ist g-----g~g~. Da die (~ewiehte 
aulterdem Teiler der Kiirpergrade sind, so folgt: 
XII. Sind die Grade hi, n~ gweier ~K~dr~er Q(zx) , ~(m~) 
teilerfremd, so ist das Gewicht g eines ~rimideals ~ in ~ (z~, ~:) 
gleich dem Produkt der Gewichte g~g~ in den Kom~onenten. 
w 
Zyklische Kiirper yore Primzahlpotenzgrad. 
Man kann, wie es GauB bisweilen getan hat, Begriff und Bezeichnung 
der Kongruenz auf gebrochene Zahlen ausdehnen, wenn diese Zahlen sich 
so darstellen lassen, dab der I~enner relativ prim zu dem Modul ist, 
indem man eine ganze Zahl ~, die der Kongruenz a~-----1 (rood 111) ge- 
nfigr mit 
1 (mod 11t) (1) 
bezeichnet, wenn e~ relativ prim zu m ist. 
Wir wollen ferner eine Zahl, die, wenn sie in einfachster Weise 
dutch einen Idealquotienten dargestell~ ist, dessen Nenner teilerfremd zu m 
ist, ganz ~ach dera Modul m, und eine Zahl, in der Zihler und Nenner 
teilerfremd zu m sind, fremd zu m nefinen. 
.Eine nach dem Modul m ganze Zahl kann durch Mu~tiplikation mit 
einer zu m teilerfremden ganzen Zahl in eine absolut gan~e Zah~ ver- 
wanddt werden. 
Jede Zahl, die nach dem Modul m ganz ist, ist dann mit einer 
absolut ganzen Zahl nach m kongruen~. 
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Es sei jetzt Q ein beliebiger algebraischer Zahlk~Jrper, dessen Prim- 
ideale mi~ ~ bezeichnet werden. Die im absoluten Rationali~tsbereich 
genommene Norm 
(2) lV(~) = P 
ist eine Potenz einer naifirlichen Primzahl i0. (In dem besonderen Fall, 
wo Q selbst der naltirliche Rationaliliitsbereich ist, ist P ~p. )  Es sei 
Q(x) ein zyklischer KSrper tiber Q, dessen Relativgrad 
(3) n = ze 
eine Potenz einer nattirlichen Primzahl ~t ist. 
Is~ ~ in Q(x) kri~isch, so soll aueh die natiirliche Primzahl 19 in 
Q(x) kritisch heil~en. 
Die zyklische Gruppe des KSrpers Q(x) sei 
(4) r = 1, % q0~,. 9 ., g0"- 1. 
Is~ Q grSSer als 1, so ist in fi(x) ein Unterk~Srper Q(x') yore Grade 
(5) n' = z -i 
enthalten, dessen Gruppe 
(6) r 1, ~ ,  q0~a,..., ~0("'-1)a 
ist, und der zu der Gruppe 
2n' 1)n' e=l ,~o '* ' ,~  , . . . ,qo( a- 
geh~Jr~. Der Rela{ivgrad yon Q(x) in bezug auf Q(x') is~ gleich a. 
Es sei p ein Primideal in Q(z), p' das dutch p teilbare Primideal 
in Q(z') und ~ das dutch p teilbare Primideal in Q. Die Triighei~s- 
gruppe • yon p besteht aus allen Permuta~ionen ~, die der Bedingung 
gentigen, dat~ ftir jede ganze Zahl co aus Q(z) 
(7) colX ~ co (rood p). 
GehSr~ also Z' der Gruppe X und ~' zugleieh, also dem Durehsehnitt 
dieser beiden Gruppen an, so is~ f~ir jede ganze Zahl co' aus Q(x') 
(8) ~'IZ'~- co' (rood p'), 
und daraus ergibt sieh: 
1)er Durchschnitt yon X und r ist in der Tr~gheitsgru/pl~e 
X' yon p" im ~6~er Q(x') enthalten. 
Is~ nun ~ in Q(x) kritisch, so ist der Grad yon X grSSer als 1 und 
X isl entweder gleich r  in r enthal%en. Der Durehscbni%~ yon X 
und r ist im ersten Fall = r im zweiten = X, und wit erhalten 
den Satz: 
XIII. Jgin 2rimideal ~, das in Q(x) ~itisvh ~t, ist au& 
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Um diese Be~rachtung auf Q(z') u. s. f. anzuwenden, lei~e~ man aus 
Q(x) eine Kette yon q zyklisehen K~irpern tiber g~ ab: 
(9) . . . ,  
deren jeder in dem vorangehenden thalten ist und in bezug auf den 
folgenden den Relativgrad Z hat. Der letzte yon ihnen ist in bezug 
auf Q yore Grade it und yon der Gruppe O und gehiirt zu der Gruppe q)'. 
Ist ~ in einem dieser Kiirper kritisch, so ist es in allen, insbesondere in 
fi(xe-1), kritiseh (nach VIII und XIII). 
Weun nun das Gewicht g yon ~ in Q(x) kleiner als n ist, so ist 
die Tr~igheitsgruppe X in (i)' enthalten, und aus XI wiirde folgen, da$ 
in Q(x(e-1)) nicht lrritisch sein kiinnte. Daraus folgt dann der wich- 
tige Satz: 
XIV. Wenn ein _Primideat ?~ des K'drloers ~ in dem 
zyklischen 1Fdrper Q(x) yore Grade n = ire kritisch ist, so fiillt 
die Tr'dgheitsgrulvpe yon ~ mit der K6rloergrul~e zusammen und 
(9) ~ --= P" 
ist die n ~ Potenz eines Primideals in Q(x). 
~a  also das Gewicht yon g in bezug auf Q gleieh n ist, so ist tier 
Grad gleieh 1, also, wenn mit 9~ die im K~rper Q genommene Relativ- 
norm verstanden wird: 
( lo )  = 
und hiernach ist die absolute Norm yon p nach (2) 
(11) 3r(p)----P (Algebra Bd. II, w 175). 
Nach (2) ist P die Anzahl der nach ~.  ganzen und inkongruenten 
Zahlen des Kiirpers fl, und ebenso groB ist nach (11) die AnzahI der 
nach p ganzen und inkongruenten Zahlen des K~irpers fl(x). Daraus 
folg4, immer unter der Voraussetzung, dab p in fl(x) kritisch ist, 
XV. Jede nach p gan~e Zahl in Q (x) @tmit einer ganzen 
Zahl in U nach dem ]~lodul p 7~ongruent. 
Ist ~ in Q(x) nieht kri~seh, so ist g = 1 mid ef== n, und es gilt 
ein dem Satz XIV entsprechender Sa~z fiir die Zahl f. Ist f>  1, so ist 
in (I) ein Te i ler  9  yore Grade f enthalten, zu dem das Ideal p gehgrt, 
der naeh Hilbert die Zerlegungsgrul~e yon p heist. Diese Gruppe besteht 
aus den Potenzen einer Substitution ~Po die dutch die Kongruenz 
definier~ ist, und alle Substitu~ionen ~p yon u/befriedigen eine Kongruenz 
(13) ~l!b ~ ~e" (rood ~), v = O, 1 , . . . ,  f -  1. 
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:[st also m' wieder eine Zahl in ~(x~, und ~' zugleich in <b' und in 
enthalten, so ist 
und daraus folgt, da~ der Durchsr yon r  und P in der Zerlegungs- 
gruppe yon p' enthalten ist. Dieser Durchschnitt ist aber ~ selbst, wenn 
f< n ist und r wenn f= n ist; also: 
XVL Ist ~ > 1 und der Grad yon ~ in ~(x) gr6fler als 1, 
so ist der Grad yon ~ in f~(x') ebenfalls grafter als 1. 
Ist y irgend eine nach ~ ganze Zahl des letzten der KSrper (9), 
f~(#e-J)), der zur Gruppe r  geh0rt, so folgt, wenn f<n  ist, da W und 
folgl]eh ~o in diesem Fall in r  enthalten ist, aus (12) 
(15) - ( od 
und diese Kongruenz ist auch erfitllt, wenn flit den Modul p das durch p 
teflbare Primideal in g2(x(e-o) gesetzt wird. Diese Kongruenz abet be- 
weist, dab ~ in ~(x(e-x)) yore ers~en Grade is~. (Algebra Bd. II~ w 178.) 
Hieraus folgt aber nach XVI, dal] f nicht zugleieh gr0Ber als 1 und 
kleiner als n sein kann. Dies mi~ XIV zusammengenommen gibt den 
folgenden Satz: 
XVH. Es gibt in einem ~yklischen J~drper yon Pr~a ld -  
potenzgrad n nut die folge~den drei verschiedenen Arten vo~ 
Primidealen: 
1) ~=p~ f-- 1 
f-n 
3) - p , . . .  
l~ritische Primzalden, 
unzerlegbar, 
?~ in n Primideale erst~n Grades zerlegbar. 
w 
Kongruenzbedingung flit die kritischen Primzahlen 
des zyklischen K6rpers. 
Is~ p eine yon ~ verschiedene kritisehe Primzahl, so nehmen wir 
eine gauze Zahl ~ in ~(x) an, die dutch p, aber nicht durch p~ teilbar 
ist, und bilden die Gleichung n te~ Grades in ~, der diese Zahl geniigt: 
(1) f(~) = ~' + ~ ' -~ +. . .  + a._,  ~ + a, ffi O, 
deren Koeffizienten gauze Zahlen in • sind. Die Wurzeln dieser Gleichung 
sind die konjugier~en Werte yon g: 
und da die Tr~igheitsgruppe nach XIV mit der K~rpergruppe zusammen- 
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f~llt, so sind alle diese ZaMen durch p, abet keine yon ihnen ist durch 
ps bilbar. 
Daraus folgt, dal3 die symmetrischen 6bundfunktionen gl, %, "", g,-t, ~, 
alle durch p, und weil sie in ~ liegen, duroh ~ teflbar sind, dab aber 
~ = -4- ~t~ z2  9 9 9 ~_~ 
durch ~ und nicht durch ~s teilbar is~. Die Derivierb yon f(z):  
(3) f ' (~)  = n~ "-~ + (~-  1) ~"-~ +- . -  + %_~ 
is~ teilbar durch p~-~, abet nieht dureh p", denn die Koeffizienbn 
a l , . . . ,  a,_~ sind dutch ~,  also dureh p" bilbar, und n~ ~-~ isr durch 
p~-~, abet nicht durch p= teilbar, weil n nach Voraussetzung relativ prim 
zu p is~. 
Andererseib ist 
(4) f'.(=) = (=-=l )  (=-=, )"""  (=- -=. - J ,  
und folglich Bind alle Differenzen 
" "  " ,  
dutch p, aber keine yon ihnen is~ durch p~ teilbar. " 
Daraus ergibt sich, dab die Quotienten 
oder, was dasselbe is~, 
(5) ~, 
fremd zu p Bind. 
~ ~ ~ ~ ~- -  I 
9 9 9 
= 1,  = 1 
~-~ . . . .  ' ~.-i 
Ebenso is~ z~:z 1 fremd zu p und iblglich gibt es nach XV eine 
dutch ~ nich~ teilbare Zahl a in ~, die der Kongruenz 
-- ~ (mod p) 
genfig~. Wendet mm auf diese Kongruenz die Permuta~ionen der Gruppe 9 
an,  so  fo lg~:  
= =~ ~'-~ (rood ~), (6) , ~ - -~  
und durch Mul~iplika~ion dieser Kongruenzeu: 
(7) a" ~- 1 (rood p). 
Mul~ipliziert man v yon den Kongruenzen (6), so folgt 
Msthematische Annttlen. LXVI I .  
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und aus (5) folgt, dab keine der Zahlen 
, . (~n - -  1 
n ach p mi~ 1 kongruen~ ist. Es is~ also nder  kleinste positive Exponent, 
fttr den die Kongruenz (7) besteht, und jeder andere Exponent ~, flit den 
a~----1 ist, muB dutch ~ teilbar sein. Nach dem Fermatschen Satz 
(Algebra Bd. II, w 167) ist aber 
ae- x ~ 1 (rood p), 
und folglich ist / ) -  1 darch n teilbar. Wit haben also den Satz: 
XVIII. In einem ~yklischen KtrFer vom Grade Ze k~nnen 
aufler Z nut solche t~rimzahlen p kritisch sein, die der Bedingung 
(19) 
geniigen, 
P ~ 1 (rood ~.q) 
w 
Kri t ische Pr imzahlen in komponierten zyk l ischen K~rpern. 
Es seien nun Q(x), Q(y) zwei zyklische K~rper yon dem gleichen 
Grade n, der eine~ Potenz einer Primzahl ~t ist: 
(1) n = ~, 
und das Primideal ~ sei in be4z~ Kiirpern kritiseh. Wie verhiil~ sieh 
in dem zusammengesetzten K~irper ~(x, y)? Diese Frage ist viel 
schwieriger zu beantworten, wenn es sieh um die Primzahl Z handelt, 
ale im andern Fall, und wit nehmen daher zun~chst an, es gehe ~ nicht 
i~ ~ auf. 
Is~ p ein Primideal in Q(x), q in Q(y), p' ein in p und q auf- 
gehendes Primideal in Q(x, y), so is~ nachw 7, XVIII 
P-  1 (moa 
mad nachw 6, XIV 
(3) = r  
Wit nehmen eine dutch p abet nicht~ dutch ps f~ilbare Zahl ~ in 
Q(x) und eine dutch q abet niche; durch q~ teilbare Zahl ~ in Q(y) an. 
Dana ist wegen (3) 
(4) 
eino zu p' fremde Zahl in F~(x, y). 
Es seien % 14I die ~h'uppen yon Q(z), Q(y) und 
(5) *" - ~1 r  *, - * t r  
die konjugiert~n Werte zu ~ und x, die in bezug auf die Teflbarkeit 
dutch p und q sidJa alle gleich verhalten. 
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Nach w 7 sind die Differenzen 
- -~ l ,  Z - -Zs ,  . . - ,  z - -~_~ 
dutch p, abet nich~ dutch p~ teilbar und folglieh sind die Quotienten 
9 9 9 
fremd zu p', und die Differenzen 
(6) ~- -~t~,  ~--~',r s, " ' ' ,  ~- -~ l~ "-~ 
sind aUe durch p' uich~ teilbar. Die Permutationen 
. ~ . -  I q0, ~ps, . . ,  
kommen also in der Triigheitsgruppe yon p' nichf vor, und aus dem 
gleichen Grunde kommen auch die Po~enzen yon r bis zur (n- -1)  t "  
nicht darin vor. Ist also X die Trigheitsgruppe yon p' in Q(x, y), so 
sind die Systeme 
(7) X, Xq~, X~s, . .  ., Xg~ "-1 
alle voneinander verschieden, und keine zwei enthalbn ein gemednschaft- 
liches Element. Da nun X wenigste~zs yore Grade n ist (nach VIII), so 
ist die Gesamthei~ der Systeme (7) wenigstens yore Grade n ~ und da die 
Elemente yon (7) alle in OT vorkommen, so kann es auch nicht yon 
h~herem Grade sein. Es ergibt sich also 
(8) r  = X + X~ + X~ ~ +. - .  + X~o "-~. 
Demnach mu~ auch ~p in einem der Systeme X~?' vorkommen, und 
da keine Potenz yon ~p, deren Exponent kleiner als n ist, in X enthalbn 
ist, so mul3 u relativ prim zu n sein. Demnach kSnnen wit ohne Be- 
schrinkung der Allgemeinheit u =-  1 annehmen und finden dann, dal~ 
9~ in X enthalten ist. Dann aber ist X mit der Gruppe 
O = 1, q0~, ~s~/s, 9 9 ~ - i ~.-  i 
identisch. Geh6rt also z zu dieser Gruppe, so ist ~ nach w 5, XI in 
Q(z) nicht kritisch. Aul~erdem kann in Q(z) keine Primzahr kritisch 
sein, die nicht schon in Q(x) oder in Q(y) kritisch is~ (w 5, VIII, IX). 
Hierdurch ist abet der folgende Satz bewiesen (w 4, VII): 
XIX. Sind Q(x), Q(y') zwei zyklische K6rper vo~n 
Grade. Xr und ist Q (z) der aus beiden komponierte zyklische 
K6r~)er, so ist der Grad yon Q(z) ein Teller yon ie, und es 
ist Q(x, y )= Q(z, y). Ist die yon X verschiedene ~rimzahl p 
in Q(x) und in Q(y) kritisch, so ist p in Q(z) nicht 
kritisch. *) 
*) Meine Vermutung, dab dieser Satz auch f~r die Primzahl ~ gelten mSchte, 
wodurch das Fo]gende grol~enfeils unn~tig wfirde, bestRtigt sich nicht. In dem aus 
4* 
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Der Kroneckersche Satz fiber zyklische K~rper. 
Wir wollen die vors~ehenden Un~ersuchungen a wenden auf den 
Beweis des Kroneckerschen Sa~zes, dal3 die Gesamtheit der im absoluten 
Rationalit~itsbereich ~ Abelschen K6rper durch die -Kreisteilungsk6rl~er 
erschiipft wird. 
Bekannflich is~ dieser Satz allgemein bewiesen, wenn er fiir zyklische 
Kiirper, deren Grad eine Primzahlpotenz ist, bewiesen werden kann. 
(Algebra, Bd. II, w 208). Ist also ~(x) ein solcher KSrper yore Grade 
n----~e, in dem die yon i verschiedene Primzahl p kritisch ist, so ist 
/~ -- 1 nachw 7, XVIII durch n teilbar, und aus der Kreisteilungs~heorie 
ist bekannt, dab es einen aus pto~ Einheitswurzeln zusammengese~zten 
zyklischen Kiirper #~ Grades ~(y) gibt, in dem nur die .Primzahl 1~ 
kritisch is~. In dem aus ~(x) und !~(y) komponier~en zyklischen K~irper 
~(z) is~ also p nach XIX nicht mehr kritiseh, und keine andere Prim- 
zahl, die nich~ in ~(x) kritiseh is~, is~ in ~(z) kritisch. Au~erdem is~ 
(x) in ~ (y, z) en~halten. Es ist also der Kroneckersche Satz nur noch 
fiir ~(z) zu beweisen, in dem p nicht mehr kritisch ist. Indem man so 
sukzessive alle yon it verschiedenen kri~isehen Primzahlen eliminier~, 
gelang~ man zu dem Ergebnis: 
XX. Zum allgemeinen Beweis des Kroneckerschen Satzes ist 
nut erforderlich, ihn unter der Voraussetzung nachzuweisen, daft 
in ~(x) keine andere Pri'mzahl als ). kritisch ist. 
Von hier an stfitzt sich der Beweis auf den Sa~z, den zuerst 
Minkowski bewiesen hat:*) 
XXI. ~s gibt aufler dem K6r2er der rationalen Zahlen 
keinen algebraischen Zahlkgrper ohne kritische _Primzahlen. 
Wenn es also noch gelingt, dutch Kreisieilungskiirper die kritisehe 
Primzahl ~ herauszuschaffen, so ist der Beweis vollendet. 
den beiden quadr~ischen KSrpern ~(r ~(]/2) zusammengese~z~en biquadra~ischen 
KSrper ~(i, ]/~) ist (1 + ~: ]/~ eine ganze Zahl wegen 
(1 +i+ ,i(8 +,  
D~ nun 8 + 2 ]/72 eine Einhei0 is~, so is~ hier 2 ein Biquadrat~ und das Gewieht in 
gleieh 
*) Minkowski, Grelle, Bd. 107, Seite 295. Geome~rle der Zahlen, Sei~e 180, Dio- 
phantische Approximationen, Leipzig 1907, Seite 127. Weber, Algebra, Bd. II, w 189. 
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w 10. 
Zyklische K~irper vom Grade 2e. 
Der Fall i----2 bildet in gewisser tIinsicht eine Ausnahme, was 
daher rtihrt, daft der KSrper der n t~€ Einheitswurzeln~ wenn neine Pobnz 
yon 2 und gr6l~er als 4 ist, nicht zyklisch ist. Jede Quadratwurzel li~t 
sich, wie bekannt, durch die Gau~schen Summen als Kreisteilungszahl 
darstellen, und wir nehmen also in 
n ~ 2r 
> 1 an. In dem zyklischen KSrper ~ (x) sind die konjugierten Zahlen 
X0y Xl~ X2~ 9 . .~ Xn_  1 
entweder alle reell, oder aUe imaginir und dann paarweise konjugiert 
imaginir. Ist x o konjugiert imaginir mi~ x,, so ist x, konjugier~ imagin~ir 
1 
mR x,, und folglich ist x,,  ~ xo, also v---- ~-n. 
Die beiden Summen 
(i) ~o ---- Xo § x~ § . - -  § x~_3, 
~- -  x~ § x8 §  § x~_ 
sind daher, wenn n > 2 is~, reell, und man kann die erzeugende gauze 
Zahl x in ~ (x) so wiihlen, dad ~o -- ~1 yon Null verschieden ist (Algebra 
Bd. II~ w 209). Der K~irper ~ (~) ist quadratisch und folglieh ist 
(2 )  - = 
worin A und B ganze rationale Zahlen sind, und zwar B positiv. 
Wire B ein Quadrat, so wiren ~o, ~1 rational und ~ (~) hitte keine 
krRische Primzahl. Nach w 6, XIII hitte dann auch ~(x)  keine kritische 
Primzahl und folglich ist B keine Quadratzahl. 
Andererseib ist jede ungerade Primzahl krRiseh, die in B zu ether 
ungeraden Pobnz erhoben vorkommk Denn ist B ~ C~d und C ~ die 
griiBte in B anfgehende Quadratzahl, so ist ~(~) mit ~(]/d) identisch 
and jede ganze Zahl dieses Kiirpers hat die Form 
x+ yl/~ , x -yV~ 
r C0-~- 
2 ~ 2 
worin x und y ganze Zahlen sind. Wenn also p ein in d aufgehendes 
ungerades Primideal ist, so is~ co ~ co' (meal p). Wenn wit also nach 
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w 9, xvm annehmen, da~ in Q(x), und folglieh auch in Q(~), nut die 
Primzahl 2 kritisch sei, so kSnnen wir 
(a) ~o - ~ = ~ V~ 
se~zen, worin a eine ganze rationale Zahl ist. 
Die 4n u= Einheibwurzeln 
besbimmen einen Abelschen KSrper 2n t~ Grades, und die zweigliedrigen 
Perioden r + r -1 einen zyklischen K6rper ~(y) yore n t~n Grade, in dem 
nur die Zahl 2 krit, isch isk Se~zt man also 
(4) ~o ---- Yo + Y~ +" 9 " + Y.-~, 
Vl = Yl + Y~ + " ' " + Y . -1 ,  
und w~ihlt y so, da~ ~o-  ~ nicht verschwindet, so ist 
(5) ~o -- ~ = b r 
worin wieder b eine ganze rationale Zahl ist. Nun bilden wit naoh 
w 4, VII den aus ~ (x) and ~ (y) komponienen zyklischen K6rper ~ (z), 
der nach der Formel 
(6) ~ (~, ~) = ~ (~, ~) 
den KSrper ~(x) erse~zen kann. Sind r T die Gruppen yon ~ (x) und 
!R(y), so ist; die Grupl)e yon ~(z)  in 
(7) Q= 1, cp~p, (p~V~, . . . ,  cp ' -~  "-~ 
enthalten. Diese en~h~il~ abet einen Teiler yore Index 2: 
(8) 
(9) 
Setzen wir 
Q0= 1, ~p~,  (p4~p4, . . . ,  ~ , -~-~ 
~o = ~o~o + ~,~l, 
~o - ~ -~ (~o-~) (~o- ,7~),  (io) 
so bleibt ~) durch Q ungeiinder~ und erhi~l~ durch die ganze Gruppe q)~V 
nur die beiden Werb ~o, ~l, die nach (10) voneinander verschieden sin& 
Naeh (3) und (5) is~ aber 
(11) r ~1 = 2ab 
rational, und da auch ~o + ~l rational is~, so sind ~o und ~1" rational. 
Daraus foIgt aber, da$ der Grad des K6rpers ~(z) klein er als 
sein mug, da$ also ~(x), !~(y) einander eduzieren. Der Grad yon ~(z) 
is~ aber wieder eine Po~enz yon 2, deren Exponen~ lrleiner als ~ is~, 
und in ~(z) is~ keine andere Primzahl als 2 krRisch. Hierdurch is~ 
der Beweis des Kroneckerschen Sa~zes (w 9) fiir den Fall ~ = 2 durch 
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vollst~ndige Induktion erledig~. Denn fiir n = 2 steht er, wie oben 
bemerkt, feat, und wenn wir ihn ffir alle niedrigeren Potenzen yon 2 als 
richtig voraussetzen, so folgt er hiernaeh fiir die zyklischen K~rper veto 
Grade 2r 
w 11. 
Die ungerade kritisehe Primzahl 4. 
Um den Fall eines ungeraden Z zu erledigen, bediirfen wir noeh eines 
Hilfssatzes, den wir naeh dem Vorgang yon Hi lbert* )  beweisen. 
Essei Z sine ungerade Primzahl und ~(x)  ein zykliseher KSrper veto 
Grade n = Ze, in dem nut die Primzahl Z kritiseh is~. 
Es sei 
Sz}  
(1) r=e ~" 
eine X(e +l)t~ Einhsitswurzel und 
eine n t~ Einhei~swurzel. 
Aus der Kreistsilungstheorie ist bskannt, dab die Zahl r einen zyklischen 
KSrpsr ~(r) veto Grade n(Z-  1) erzeugt, in dem sin zyklischer KSrper 
n ten Grades ~(y) enthalten ist, der dutch die Kreisteilungsperioden 
(3) y -=  r + ~" + ~"  + - . .  + r ~ 
erzeugt wird, we c eine primitive Kongruenzwurzel yon An ist. 
Der K~rper ~(e) ist in ~(r)  enthalten und ist veto Grade ~2-1(X-1). 
In 3t(r) und ~(e) ist nur die Primzahl X kritisch und es ist, yon 
Einheitsfaktoren abgesehen, wenn zur Abkiirzung 
(4 )  = 1 - 
gesetz~ wird, 
(5) 2-----a #-~(~-~) (Algebra Bd. II, w 199). 
Die Zahl a is~ ein Primideal ers~en Grades in ~(~). 
Da naeh Vorausse~zung Z in ~(x) kritiseh ist, so ist, wenn unter p 
ein Primideal in ~(x) vers~anden wird, nachw 6, XIV 
Wir suehen zuniiehst eine Zahl ~ des K6rpers ~(~, x) zu bestimmen, die 
die Eigensehaf~ hat, dab die naeh r konjugierten Zahlen 
(7 )  
alle inkongruent sind naeh einem in p aufgehenden Primideal p' als Modul. 
*) Hilbert, Die Theorie der algebralsehen Zahlk~rper. Berieh~ der Deutschen 
Mathematiker-gereinigung 1894/95, @ 103. 
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also 
Wit betrachlen zu diesem Zwecke die in ~(~, x) enthaRenen Resol- 
vent~n yon Lagrange: 
(8) Z(~, Xo) -~ Xo + ~ + ~% +. . .  + ~-%_~,  
indem wit x so wihlen~ dab keine dieser Resolventen verschwindet, welche 
primitive n u EinheRswurzeln e wir aueh nehmen (Algebra Bd. II, w 209). 
Es ist dann 
(9) L(~, xo)[~ = L(~, x~) = e-xL(e, %), 
und die Zahlen 
(10) L(s, Xo) ~, Z(e ~, Xo)L(a , Xo) -~, 
worin a eine bdiebige ganze rationale Zahl ist, sind in ~(~) enthalten. 
Is~ nun )~ in ~(x) kritisch, so ist r die Tr~gheitsgruppe yon p, 
und es is~ 
x o = x~ ~ x~ =. . .  ---- x._~ (mod p), 
xo) Xo(t + + +. . .  + =-- 0 (rood p), 
und daraus folg~, dag (L(e, Xo)) ~ dutch a teilbar ist, and wenn ~' eine 
yon e verschiedene primitive n t~ Einheitswurzel ist, so sind die beiden 
Zahlen 
Z(~, Xo) ~, L f f ,  Xo) n 
duroh dieselbe Potenz yon a ~eilbar. 
Eo ist immer miiglich, die primRiven n ~ Einheitswurzeln e und ~' 
so anzunehmen~ dab aueh ~ '  eine primitive n t~ Einheitswurzel ist. Unter 
dieser Vorauss&zung setzen wir 
(12) 
und so folgt aus (10): 
(13) 
~2 = L(g,%) ' 
Da nun a eiu Primideal ersten Grades in !}t(e) ist, so ist jede zu )~ 
fremde Zahl dieses Kiirpers nach a mit einer durch ~ unteilbaren ganzen 
ra~ionalen Zahl kongruent und da ~ in ~(~) enthalten ist, so folgt aus 
dem Fermatschen Satze: 
(14) ~"(~-~)---- 1 (rood (~). 
t 
Demnach 1KB~ sieh eine ganze rationale Zahl a so bestimmen, dab 
yn(x-1) ~ 1 + aa (rood 6~), 
und aus ~-  1 -  a folg~ mi~tels des binomischen Lehrsatzes 
~-  1 - aa  (moot as):  
folglieh 
(15) ~(~-')-~ i (rood a~), 
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und es l~il~t sich nun beweisen, dab aus (15) die Kongruenz folgt: 
(16) = 10nod r 
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Um den Zusammenhang unserer Schlfisse nich~ zu unterbrechen, 
wollen wit den Beweis dieses Sa~zes aufs Ende verschieben und ihn eins~- 
weilen vorausse~zen. 
Definieren wit unter dieser Vorausse~zung eine Zahl ~ durch die Formel 
(17) r~t'~ = 1 § ~-1  ~, 
so is~ ~ eine Zahl des KSrpers ~(r, x) und nach dem binomischen Satze 
folgt durch Erheben zur Po~enz ~: 
6 ~ 
Die Koeffizienbn der Pobnzen yon ~ auf der rech~en Seite sin4 ganze 
Zahlen und links s~;eh~; nach (16) eine nach t gauze Zahl, und daraus 
folg~ dab auch ~ eine nach ;t ga~e Zahl ist. 
Wenden wir auf (17) die Permutation r an, so folg~ nach (13): 
--1 
(18) r~ar ao-* -  1) = aae (~1~_~). 
Es is~ aber, yon einem Einheibfakbr abgesehen, 
_ 1 (~_  ~) 
= (~ae 1 _ 1)~.-~ _ -  J -  , 
und r und ~ sind fremd gegen ;t. 
Es is~; also 
~- I  
eine Einheit und g I~-  ~ ist nich~ durch p' bilbar. Daraus ergib~ sich: 
XXII. Im K6r~er ~R(~, x) gehSren die Permutationen 
 9  9~a - ~ ~ , ~ ~, ~ ~, ., 
nicht zu der Tr(igheitsgru't~e yon p'. 
l~ehmen wir jetz~ zunichs~ {} .~ 1 also n----- ~ als Primzahl an, so is~ 
(19) @ = 1, 9~, ~, ' "  ", c/-~ 
die Gruppe des K~}rpers ~(z), und die Grappe yon ~(r) is~ zyklisch 
yore {]rade 
z(i-i). 
Sie sei 
(2o) T= 1, ~p, ~,  ", 9 . ~p~- 1; 
die Cbuppe yon ~(6, x) is~ in oPT en~halbn und die Tr~gheibgruppe • 
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yon p" ist wenigstens yore Grade m (w 5, VIII). gieraus schliel~t man 
wie in w 8, dat~ 
(21) ~- -  X + X~ + X~+.. .  + X~ ~-I 
sein mul~ X kann nicht mit ~ identisch sein, weil sonst x zu X gehSren 
wfirde, und daher nachw 5, XI ~. in ~(x) nicht kritisch w~ire. 
Der zu der Gruppe • geh6rige TeilkSrper yon ~(r, x) hat abet nach 
w 5, XI keine kritieche Primzahl und ist sonach der absolute RationaIi- 
~bereich.  
Dies besagl niehts anderes, als dab • die Gruppe des KSrpers ~ (~; x) 
ist, und dal3 folglich ~(r, x) und ~(r) yon dem gleichen Grade und mit- 
bin identiseh s/nd. Es ist folglieh x in ~ (r) enthalten und damit bewiesen: 
XXIH. Jeder im absoluten l~ationalitiitsbereich zyklische K6rper 
yon ungeradem _Primzahlgrad ~t ist ein Kreisteilungsk6rper. 
Ist Q grSBer ale 1, so be~rachten wir neben der Gruppe r die Gruppe 
des KSrpers ~(r), dessen Grad 
let, und die in r enthaltene Gruppe 
r = 1, ~o ~, ~' ,  - . . ,  ~-~,  
dutch die 9 in der Weise dargestellt wird: 
Naeh dem Satz XXII ist die Triigheitsgruppe X yon p' in r ~ ent- 
halten~ und der Grad yon • iet also kleiner als ran. Eine zu CoW ge- 
h~rige Zahl ~ is~ folglich rational, da ~(~) nachw 5, XI keine kritieche 
Primzahl enth~ili, und folglich ist die Gruppe des K~rpers ~R(r, x) in r 
en~halten. Die K~rper ~(x) und ~(r) reduzieren einander, und es tritt 
der Satz w 4, VI in Kraft. 
Nach diesem Satze ist 
(es )  - -  
und ~(~) ist ein zykliseher KSrper, dessen Grad eine Potenz yon X ist, 
abet niedriger als der Grad yon ~(x), und in dem gleichfalls nut X 
krigiseh isg. 
Daraus ergibg sieh wieder die Riehtigkeit des Kroneckersehen Satzes 
aueh ftir dieeen Fall dutch vollet~indige Induktion. 
Zur Vollendung dieses Beweises is~ nur noch erforderlieh, die Kon- 
gruenz (16) aue (15) herzulei~en. Dies gel/ngt dutch das folgende yon 
Hilbert auf den Fall ~ = 1 angewandte Verfahren. 
Es sei zun~chs~ c eine beliebige durch A nicht teilbare natiirliehe 
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Zahl, undes  werde mit ~-c die Zahl bezeichnet, die aus ,~ dureh die 
Substitution (~, ~-c) hervorgeht. Dann setzen wir 
(24)  o = 
J = ' -~  ' 
was naeh (13) eine Zahl in ~R(~) ist. Erheben wir in die Po~enz n~ so 
folgt naeh (15) 
-ca.  ~(~.-1) #ca en(~- 1) 
(25) e"= ~ ,1_o - 1 (moa ~), 
und da O als Zahl in ~(~) naeh o mit einer rationalen Zah~ kongruent 
ist, so folgt aus dem Fermatschen Satze trod aus (25): 
(26) o-  -- o - 1 (moa ~). 
Wenn wir daher 
(27) e -- 1 + ~6 
setzen, so ist ~ eine nach a ganze Zahl in iR(~). Aus dem binomischen Satz 
0 ~ ---- 1 -1-/,l~a + 9 9 + l~a ~ 
fol~ wegen (5): 
O k -  1 (~nod a~), 
und wenn wit also wie in (27) 
0 ~ = 1 + IY a ~ 
setzen, and abermals in die Potenz Z erheben, so folgt 
e" ~ 1 (rood e~), 
und wenn wir auf diese Weise weiter schlieBen, so folgt 
(28) 0 '~ ~ 1 (rood a~). 
Nehmen wir nun an, dab 
e~ ~.(~- 1) _ 1 
durch a' abet nicht durch a~+l teilbar sei, so folgr aus (15): 
(29) e :> 1, 
und wenn wir se~zen: 
(30) ~an"(x-1) ~ I q- ba ~ (mod r 
so k~innen wir b als eine dureh X nicht teilbare ganze rationale Zahg an- 
nehmen, and aus (25) ergibt sieh 
(31) o- (1 + ~ _o) (1 + ~o.) o (~oa ~.+~), 
und wenn e "k" 1 ~ n w~ire, nach (28) 
(~) o- ~= 1 (moa o~+ 9. 
Aus (31) und (32) zusammen folg~ abet 
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(38) 
oder 
(34) 
b(a[c + co*) -~ 0 (rood a ~+ ~) 
Nun is~ fiir jedes positive a 
und da e--= 1 
(35) 
Diese Forme[ 
und demnach ist 
also naeh (34) 
(36) 
Dies ist abet 
yon n und 
beendig~. 
(mod a) ist, 
- -  - -a  (rood a) .  
gil~ auch fiir negative a; denn es ist 
1__$  -a  
1- -s  ~ 
- -  C~ 
6 
(--c) ~ ~ -- c (rood a). 
anm~glich, wenn - -c  eine primitive Kongruenzwurzel 
e < n is~. Damit ist der Beweis des Kroneckerschen Satzes 
